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§1. Introduction et Resultat
Nous considerons l'hypoellipticited'un certain operateur elliptiquedegenere
en tenant compte de la relation entre sa partie principale et celleinferieure.
Avant d'enoncer le resultat, nous expliquons celui de Morimoto-Morioka
[27], qui implique notre motivation. Dans [27], nous avons completement car-
acterise Phypoelipticite de 1'operateur
(1) L = D＼+f{xi)Di + g{xi)Di dansJ?3,
ou Dk = ―id/dxk- Nous avons donne la condition necessaire et suffisante pour
l'hypoellipticitede L comme ci-dessous. On fixe Iq c R une intervalle ouverte.
Pour une intervalle / et une fonction h(x), on definithj par hi ―(1/|/|)J7/i,ou
|/| est la longeur de /. On dit que la condition (A.I) est verifieesi
(A.I) fi,9i > 0 pour toute les intervalles/ c= 70.
On dit que la condition (M;f,g) est verifieesi
(M;f,g) inf sUp{(/7)1/2|/||log^3/|: 3/ c I0,g3I < 3} = 0.
<5>0
Ici, 3/ represente l'intervalledont le centre est commun a celui de / et dont la
longeur et trois froisplus grande que cellede /. On definitla condition (M; g,f)
en remplacant mutuellement / et g dans la description de (M;f,g). Nous avons
obtenu le resultat suivant.
Theoreme (Morimoto-Morioka [27, Theoreme 1]). On suppose (A.I) et
que f,g>0 sur BIq. Alors, L est hypoelliptique dans Iq x R1 si et seulement si
(M; /, g) et (M; g,f) sont verifiees.
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L'hypoellipticite de L a ete etudiee par Hoshiro [7], Koike [14] et
Wakabayashi-Suzuki [34, Exemple 5.1]. Us ont toujours suppose que
(H.I) /(/),g(t) > 0 lorsque t * 0.
Par surcroit,ils ont donne les conditions necessaires pour l'hypoellipticitede L en
supposant (H.I) et que
(H.2) tf'(t), tg'(t)^O.
Pour ces resultats,on cite aussi [27, Remarque 1-3].
En revanche, [27, Theoreme 1] ne suppose ni (H.I) ni (H.2). En effet,les
hypotheses de [27, Theoreme 1] admet le cas ou la mesure de Lebesgue de {/ = 0}
et de {g = 0} est positive. Pour l'exemple de ce cas, on cite [27, Exemple 3.1].
Par surcroit, (A.I) est indispensable pour que L soit hypoelliptique.
A partir de [27, Theoreme 1], nous etudions Fhypoellipticite de l'operateur
(2) P = D＼ +f{xl)D22 + D23+ x23D24+ (g(xi) - l)D4 dans ^4.
Le theoreme suivant est notre resultat principal.
Theoreme. On suppose (A.I), que f,g > 0 sur 8Iq et que g ^ 1. Alors P est
hypoelliptique dans Iq x R3 si et seulement si (M; 1,/) et (M; f, g) sont verifiees.
Remarquons le fait suivant. La condition (M;f,g) devient moins stride si
/ devient plus petite. Par exemple, supposons que f(xi)=x]k et g(x＼)=
exp(―|xi|~CT).Alors, P est hypoelliptique si et seulement si a < k+ 1. Pour le
moyen auquel on confirme (M;f,g) a l'egard de cet exemple, on cite [7,
Exemple 1] et [27, Remarque 1 et Theoreme 5].
Nous ecrivons les resultats connus qui concernent Theoreme.
Au cas ou / = 1, Hoshiro [9] a montre que P etait hypoelliptique si g
verifiait(H.I) et lim,_o t＼ogg{i)=0. En supossant (H.I) et (H.2), [9] a aussi
montre que liminf^o |^loggr(f)|= 0 si P etait hypoelliptique.
Wakabayashi-Suzuki [34, Exemple 5.2] a generalise ce resultat [9]. Selon
[34], P est hypoelliptique si /, g verifient(H.I) et
(3) lim dog/(?) = lim t＼ogg{t)= 0.
L'idee principale de [34] est d'utiliserl'identite
((Dj + x23D24 - D4)u, u) - ||(D3 - ix3D4)u＼＼2
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a partir de laquelle on obtient
(4) P^DJ+f(Xl)D22 + g(xl)D4.
En revanche, nous traduisons microlocalement P en l'operateur
(5) P0 = D2l+f{xl)D22 + g{xl)D4 dans J?3
en prenant la projection sur le premier espase propre de l'operateur de Hermite.
Cette idee provient de Boutet de Monvel [1], Grigis [4] et de Hoshiro [9].Alors.
on peut preciser 1'hypoellipticitede P au moyen de [27, Theoreme 1].
Nous expliquons la difference entre 1'idee de [34] et notre. Afin de car-
acteriserl'hyoellipticitede P, il faut considerer Po comme la partie principale de
P. Soit B = D＼ + X3D4 ―D4. Quant au (4), B represente la difference entre P el
Po- Puisque le degre de B est 2, B dissimule Feffet subtile de g{x＼)D4. C'est la
raison pour laquelle on ne pourrait obtenir que (3) a partir de (4). Pour la
relation entre (3), (4) et 1'hypoellipticite de P, on cite aussi Morimoto [21.
Theoreme 1 et Proposition 4]. En revanche, notre idee (5) nous permet de traitei
Po comme la partie principale de P. Nous etudions (5) au §4.
Wakabayashi-Suzuki [34, Exemple 5.2] est deduit par [34, Theoreme 4.9]
qui represente un criterepour 1'hypoellipticitedes operateurs a caracteristiques
doubles. Malgre que les resultats de [34] soient applicables a l'hypoellpticitedes
operateurs qui a ete etudiee par [2], [7-10], [14], [19-22, 24, 25] et par [29],
[27, Theoreme 1] et Theoreme montrent qu'il y a le cas ou 1'idee de [34] ne
fonctionne pas bien afin de caracteriser 1'hypoellipticite.
Quant au [27, Theoreme 1], 1'idee principale est d'extrapoler Lemme de
Sawyer qui a ete montre par [31, Remarque 5]. Nous 1'expliquons au §2. En
tenant compte de [27, Theoreme 1], [27, Theoreme 8] a modifie [34. Theoreme
4.9] et a aussi cree un criterepour 1'hypoellipticite.Mais, il n'est pas applicable
au Theoreme. En effet,ilfaut supposer (M; 1,/) et (M; l,g) pour 1'hypoellipticite
de P si on lui applique [27, Theoreme 8].
Nous avons place au §2: Lemme de Sawyer, au §3: les preliminaires, au §4:
l'operateur de Hermite, au §5: la reduction de notre probleme, aux §6―§8: la
demonstration de la suffisance pour 1'hypoellipticitede P et au §9: celle de la
necessite.
Quant aux notations, on citeHormander [6, Index of Notation] pour &, $'
et WF. ii represente la transformation de Fourier de u. On note y 1'espace des
fonctions a decroissances rapides et on note 9" celui des distributions temperees.
W est 1'espace de Sobolev de degre s. On note II* IL le norme de Hs et ||* ||=
742 Tatsushi Morioka
||* ||0.Pour S s, on cite Kumano-go [15, page 54]. On dit que A e OPS S si
a{A) e Sfig,ou a{A) represente le symbole de A. Pour £e R", <£> = (1 + |^|2)1/2.
§2. Lemme ie Sawyer
Nous etudions Fidee principaledu [27, Theoreme 1].La condition(M;f,g)
provient du lemme suivant qui a ete montre par [31, Remarque 5].SoitIR czR
une intervalleouverte.
Lemme S. On suppose que v, w e L]0C(Iq) et que v, w ^ 0. Alors, les
descriptions suivantes (i) et (ii) sont equivalentes.
(i). // existe une Constance C > 0 telle que pour tout u e C^(Iq) on a
f
v＼u＼2^C
＼
{＼u'＼2+ w＼u＼2)
J/o J/o
(ii). // existe une Constance A > 0 telle que pour toutes les intervalles I : 3/ a 70
on a
Vi^A{wu + 2＼I＼-2).
Par surcroit, si A, C sont les meilleures constanc.es dans (i) et dans (ii), on a
A^CS 10QA □
Dans Lemme S, /q n'a pas besoin d'etre bornee.
Soit L l'operateur (1). Nous definissons la condition (E;f,g) qui decide
l'hypoellipticite de L.
Definition 2.1. On dit que f,g verifient(E;f,g) sipour tout e > 0 il existe
N > 0 telle que pour tout n > N et tout u e C^(Iq) on a
(E;f,g) (iog^)2|/|M|2^fi|(ki2+^H2)
Selon [27, Lemme 3.1],Lemme S nous donne la relationentre(M;f,g) et
(E;f,g) comme ci-dessous.
Lemme 2.2. On suppose (A.I). Alors,(M;f,g) equivaut a (E;f,g).
Dans [27, Proposition 4.],nous avons prouve la proposition suivnte,qui
concerne l'hypoellipticited L.
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Proposition 2.3. On suppose (A.I) et que f,g>R sur 8Iq. Alors, L est
hypoelliptique dans Iq x R2 si et seulement si (E; f, g) et (E; g,f) sont verifiees.
[27, Tfaeoreme 1] est deduit par la combinaison de Lemme 2.2 et Prop-
osition 2.3. La condition (E;f,g) provient de Hoshiro [7, Proposition 3.1] qui a
etudie l'hypoellipticitede L en supposant (H.I). Dans la demontration de
Theoreme, nous traduisons (M;f,g) a (E;f,g) au moyen de Lemme 2.2.
§3. Preliminalres
A partir de cette section, on commance la demonstration de Tfaeoreme.
D'abord, on montre que (A.I), (M;l,/) et (M;f,g) sont suffisantespour
que P soit hypoelliptique. La proposition suivante reduit le probleme a l'egard
de 1'analyse microlocale.
Proposition 3.1. Soit P I'operateur (2) qui verifie (A.I), (M;l,/) et que
g ^ 1. Soit U a Iq x R3 un ensemble ouvert. On suppose que ueSf et que
Pu £ C°°(t/).Soit p e r*≪4＼0, /> = (?,t) #4 x ^4＼0 ai;ec |t| = 1. Alors, p $ WFu
si teU et x ^ (0,0,0,1).
Demonstration de Proposition 3.1. On ne considere que le cas ou
t = (0, ±1,0,0). Car, P est microlocalement elliptique ou sous-elliptique au
voisinage conlque de x si x # (0, ± 1,0,0) et x # (0,0,0,1). Soit A = D＼ +f{x＼)D%_
et soit F un voisinage conique de x. Selon Lemme S, (M;l,f) equivaut a
(E; 1,/). Done pour tout e > 0 il existe C > 0 telle que pour tout u e ^(M4);
supp u c= r on a
(3.1) ||(JogAH|2 S sRe{Au,u)L2 + C＼＼u＼＼＼
ou <r(logA) = log((2+ |^|2)1/2). Puisque (Au,u) ^ (Pu,u), on obtient aussi (3.1)
en remplacant A par P. Alors, p $ WFu est la conclusion deduite par [21] ou par
[27, Theoreme 8]. □
On decrit alors le lemme suivant qui sera utilise au §5.
lemme 3.2. Soit ueS>' mentionee dans Proposition 3.1. Alors, il existe
N > 0 telle que pour tout (peC£(U) on a ^D4}~N{(pu) e L2(R4).
Demonstration de Lemme 3.2. Puisque p 4 WFu si t e U et x # (0,0,0,1),
on obitent immediatement la conclusion. □
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§4. Operateur de Hermite
On definlt hj(t):j = 0,1,2... par
(4.1) hj(t) = K-l/4(2,;,r./2g
■
exp(-/72)
hj est la j-eme fonction propre de l'operateur de Hermite L ― ―(d/dt)2 + t2.
En effet, on a Lhj = (2/ + ＼)hj et ||/iy||= 1. On definit (p(t;rj) par (p(t;rj)=
＼fl＼Xhj{t＼fj＼1'2).Alors, (p(t;rj) est la j-eme fonction propre de l'operateur de
Hermite a parametre tj: L,, = ―(d/dt) + fit]2.
Soit <j){rj)g C°°(J?),0 ^ ^ ^ 1, j(ri) = 1 lorsque |?/|^ 2 et ^(7) = 0 lorsque
＼rj＼^ 1. On definit J7,-: ^(≪3) - ^{R4) par
(4.2) (Hjv)(xux2,x3,x4) = (2nyl/2
f
eix^^4)(p(x3^4)v(xux2;U)d^
ou v est la transformation de Fourier de v{x＼,X2,xa)par rapport a x*. On definit
HJ: ^(R4) -> £f(R3), qui est adjoint de Hh par
(4.3) (H*v)(xi,x2:x4) = (2n)-l/2
JJ
eix^^4)(p{y;U)v^uX2,y^4)dyd^4
On definit Hy &"(R3) -> Sf'{RA) et HJ: &"{R4) -> ,9"{R3) par (JH/-y,^)4=
(v,H*＼l/)3pour u e ^"(J?3), ^ e ^(.R4) et (i//M,≪A)3= {u,Hj＼jj)Apour m g ^'(#),
^ e y(J?3), Ici,(, )jkrepresente la multiplication a l'egard de &"{&) x Sf'{J&).
On definit n,-:^'(#) -> ,y"(#4) par 11/ = i^-if/.
On decrit la proposition suivante, qui concerne la propriete de l'operateur
de Hermite et dont la demonstration Hoshiro [9, Proposition 1] a donne en
citant Grigis [4, Section III. 3] et Hormander [6, Theoreme 8.1.9]. Ici, [6]
conceme la description (v) dans la proposition.
Proposition 4.1.
(i) Pour tout u e ^(R4) on a
(nju)(x) =
|
eKa(nj)(x,Qu({)dt,
OU <x(n,)(x,0 = lW4)%-(X3|^4|1/2)^(^3/l^4|1/2)eXP (-≪3^)-
Par surcroit,pour tout a,fi il existe une Constance C^p telle que
|ff(ny)|;j(x,{)|sc^≪3,{4>-w/2+M/2,
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(ii) Pour tout u e L2(J?4), on a X)£o nJu = <I>{Da)2udans L2(J?4)
(iii)Pour tout j, k, on a H*Hk = Sjk^(D4)2 dans 9"(R3).
(iv) On definitPj par
Pj = D＼ +f{xi)D＼ + (2/ + 1)|D4| + (g{xi) - l)D4 dans R3.
Alors, on a PHj = HjPj dans #"(R3) et H*P = PjHJ dans ^"{R4).
(v) Soit y― (xi,x2,x4) et tj= (^1,^2^4)- On definit J(y,n) par
745
J(y,rj)= (xi,x2,Q,x4;£!,£>,Q £4)-
Alors,pour tout u e y'(J?4) et tout v e &*(R3) on a
WF(Hov) cz{J(y,n) e 7*J?4＼Q:(y,n)e WFv},
WF(H*u) <={(y,n) e T*R3＼Q :Jfar/) e WFu}.
La combinaison de Proposition 2.1 et Proposition 4.1 nous implique la
proposition suivante,qui represente1'ideeprincipalede Theoreme.
Proposition 4.2. Soit P I'operateur (2) qui verifie (A.I), (Af, 1,/) e?
(M,f,g). Soit U c= 70 x i?3 m≪ ensemble ouvert. On suppose que ueSf'(R)A et
Pu £ C°°(£/).So/* /? g 7**^0, /> = (?,t) e ≪4 x .R4＼0 wee t e U et x = (0,0,0,1).
Alors, on a p £ WF(Hqu).
Demonstration de Proposition 4.2. Soit t = {t＼,t2,h,u). On choisit
une intervalle ouverte I＼; ^e I＼ et un ensemble ouvert U＼ c R3 tel que
{x : X3 g I＼,(x＼,X2,X4) e Ui} cz U. Selon l'hypothese Pu e C°°(C/) et Proposition
4.1-(v), on a T^Pm g C°°(C/i).Selon Proposition 4.1-(iv), on a P0(H*u) e C00(C/1).
On definit ^g J"*^3＼0 par ^= (?i, ^2,^4;0,0,1). Au voisinage de p, on a
iJo = D?+/(x1)D2 + ^(x1)i)4.
Selon Lemme 2.2, (M,f,g) equivaut a (E,f,g). Alors, la demonstration de [27,
Proposition 4] nous lesse savoir que p$ WF(Hqu). Selon Proposition 4.1-(v), on
obtient p 6 WFCHqu). D
§5. Reduction du probleme
Notre objectifest de prouver la proposition suivante, qui reduit notre
nrohieme.
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Proposition 5.1. Soit P I'operateur (2) qui verifie(A.I), (M, 1,/) et que
0^1. Soit U <=Iox R3 un ensemble ouvert. Soit p e T*RA＼R, p = (t,t) e R4 x
R4＼0 avec teU et t = (0,0,0,1). On suppose les hypotheses suivantes (a)-(c).
(a) ue£'(R4) et PmgCc0(£7).
(b) Pour tout teU, on a p $ WF(Hou).
(c) // existe N>0 telleque (D4yNu e L2(R*).
Alors, ueC {U).
En admettant provisoirement cette proposition, on montre que P est
hypoelliptique sous les conditions (A.I), (M, 1,/) et (M,f,g). Soit V a /0 x R3
un ensemble ouvert. On suppose que we^'(J?4) et /VeC°°(F). On donne
teV. Choisissons un ensemble ouvert U tel que te U e V. Soit ^g C^(V);
(ft= 1 au voisinage de U. On definit u g $'{Ra) par u = (j)w. Alors, (a) est
verifiee.Selon Proposition 4.2,(b) est verifiee.Selon Lemme 3.2,(c) est verifiee.
Done, weC°°(E/) et la demonstration est terminee.
On divise R4 en 3 domaines afin de prouver Proposition 5.1. On definit
r1 = {^e≪4:^ + ^ +^2^4^^
r2 = KGJ?4:^ + ^^2(^ + |^4|)},
r3 = {(^eJ?4:^ + ^ + ^4|^lUl},
Alors, ^4 = riur2ur3.
Proposition 5.2. Soit P I'operateur (2) qui verifie(A.I) et que g S 1- On
suppose que u verifieles hypothese (a)-(c) de Proposition 5.1. Alors, on obtient
les conclusions suiventes (i) et (ii).
(i) Pour tout m > 0 et tout g>e Cq>(U) on a
Jr,
(ii)Pour tout m > 0 et tout q>e C (U) on a
I
|^(0|2<02m^<oo.
Jr2
Proposition 5.3. On suppose que P verifie(A.I), (M, 1,/) et que g ^1. On
suppose aussi Vhypothese (a) de Proposition (5.1) et que
(d)
Jr]Ur2
i^(ai2<o2M^<oo
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pour tout m > 0 et tout ＼j/e C°°(j?4).Alors, pour tout m > 0 et tout (pe C^(U)
on a
f
|^(0|2<02 ^<oo.
Jr3
Proposition 5.1 est deduite par Propositions 5.2 et 5.3. A partir de la section
suivante, on donnera la demonstration de Propositions 5.2 et 5.3.
§6. Demonstration ie Proposition 5.2-(i)
L'argument dans cette section est essenciellement due a Boutet de Monvel
[1], Grigis [4] et a Hosfairo [9].
D'abord, on decrit Theoreme C, qui a ete donne par Cardelon-Vaillancourt
et pour lequel on cite Kumano-go [15, page 224].
Pour p(x, £) S
d(Rn),
on definit son /-em seminorme |/?|j par
＼p＼{?]= mp{p{^(x,W<Om+Sm-M :(x,Z)eR2n,＼a+p＼ ^ /}.
Theoreme C. On suposse que 5 ^ p et que S < 1. On donne s et m. Alors,
il existe des Constances l(s,s + m) et CSjm tellesque pour tout A e OPS
S
et tout
iie.y rim n
(6.1) ＼＼Au＼＼s^Cs,m＼o{A)t
l+m)＼＼u＼＼s+m
Avant de commencer la demonstration de Proposition 5.2-(l),remarquons
le faitsuivant. Selon Proposition 3.1,il nous suffitde prouver Proposition 5.2-(i)
en remplagant T＼ par F＼H {£4 > 0}. Soit Pj l'operateur mentionee dans Prop-
osition 4.1-(iv).Lorsque £4> 0, on a
(6.2) Pj = D＼ +f(xl)D＼ + (2/ + g{xx))DA.
On commence la demonstration de Proposition 5.2-(i)en constraisant micro-
localement la parametrix de chaque Pf, j ^ 1.
On ecrit o{Pf) par la somme des parties semihomogenes:
(6.3)
IN
°{Pf)= £ akJ,
k=0
ou ak{x＼;t^2,t£,2,t2E>4)― ^≪A:(^i;^1,^2^4) pour tout t > 0 et TV est un nombre
qui sera convenablement precise.
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Soit (p0 e C°°(^＼0):0 ^tpo£l, (pQ = 1 lorsque 0 ^ t£ 7 et ^0 = ° lorsque
t > 8 ou t < 0. Soit ^' = (fi,f2,f4)- On definit iA(^) par
(6.4) HO = <pM2i+£)/^)(i-<pM＼2))
On definit{r-2N-v(xi, ')}1Ln consecutivement par
(6.5)
(6.6)
ou E =
On
r-2NJ = ^/O2NJ,
r-2N-vja2Nj + Yl(r-2N-l^{<£)(aiN-m'i＼*)la]-= °
E
{(/,/w,oc):l + m+ |a|= v,/ < vet v ^ 1}.
faitdesormais C representer des positivesConstances qui sont inde-
pendantes de j.
Selon la definition,on a
(6.7) !(**,;)$(*!,01 ^ C(j+l)k/2<?>k/2-W2; j ^ 1
pour tout ^'esupp^. Selon (6.5)-(6.7),on a
(6.8) ＼{r-2N-VJ)%(xut)＼S C(j+l)-N-v/2^rN-v/2-W2
On definit qAx＼,£,')par
(6.9) Qj =
k
£
v=0
r~2N-v,j
ou k est un nombre qui sera cenvenablement presise.Selon (6.8)et (6.9),on a
qje Sy^Q(R3). Par surcroit,
(6.10) ＼(qj)%(xuazcu+i)-N<t'rN-W2
On definit Qj S^N2fi{R3) et ＼0 e S°l/2fi(R3) par QJ = qJ{xx,ff) et ＼0 =
iMD'), ou D' = {DUD2,D4). On- dejfinit A,- par
(6.11) QjPf = ^ + Kj.
Lemme 6.1. Kj e OPS^^R3). Par surcroit
(6.12) ＼a(Kj)^(xua ^ C(j+irk<Z'yk-M/2
□Hypoellipticitepour un certain
Demonstration de Lemme 6.1. Selon (6.5),(6.6)et (6.11),on a
a{Kj) (xi, f') = '
J2
air-w-ij °fl2Ar-wj)(xi, f)
E E lyi
f
(^^'"'^(^^
l+m<2k ＼y＼=2k-l-m J°
+ E
ou (roa)(xi,D') = r(xuD')a(xi,D') et
coylm(0) = Os
^
e-^(r.2s-ij)iY＼xu^ + 0rl'){a2N-m,j){y){xi+yh?)dy'dn'.
Selon (6.7) et (6.8), on obtient la conclusion.
Pour 1'integral oscillante,on cite Kumano-go [15, page 451.
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□
'On definitBj et Ej par Bj = HjQjHf et Ej = HjKjH*. Soit £= (^,^2,^3,^4)
Lemme 6.2. jffyg OPSy%l/2(R*) et Ej e OPSrf2m{R*). Par surcroit,
(6.13)
(6.14) HeM{xuq＼ s cu+i)-k+1+tt3+a*+fi3<o~k-m+P3/2
Demonstration de Lemme 6.2. Rappelons-nous Proposition 4.1-(i).Alors
(6.15)
(6.16)
Notons que
(6.17) ＼tmh!.n＼t)＼scu+i)l+m+n
Selon (6.10), (6.12) et (6.15)―(6.17),on obtient la conclusion.
Pour (6.17), on cite Folland [3, Chapitre l-§7].
On definit ＼: 9"{RA) -> ^'(J?4) par T = i//(D).Alors, on a
(6.18) HWow = }＼HjW
pour tout we£f'(R3). Selon (6.11), (6.18) et Proposition 4.1-(iv),on a
(6.19)
dans ^"(R4).
BjPN = WUj + Ej
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On deduit desormais Proposition 5.2-(i).On fixe <peC^(U). Selon (6.19),
on a
(6.20) (pBjPNu = (pWIlju + (pEju.
On definitII* par II* = (j>{D^)2―Uq. On donne m > 0 et on montre que
(6.21) (p*＼II*ueHm.
Puisque u e $', il existe 5 > 0 telle que u e H~s. Choisissons N et k pour que
(6.22)
ou /(
(6.20)
{ 7V^max{m,/(m,O) + 15}
k ^ max{s + m, /(w, -s) + 3}
) est la valeur decidee par (6.1). On prend la somme de chaque terme de
de / = 1 a / = oo.
Lemme 6.3
(i) E/=i ＼＼Eju＼＼m< °°et (") E,=i II^^≪IL < oo
Demonstration
CHEj)^＼＼u＼＼.,.
DE LEMME 6.3.
Selon (6.14) et
(i) Selon Theoreme C, on a ||£)m||ot^
(6.22), on a ＼a(Ej)＼＼7 } ^ C(j + I)"2.
Done, on obtient la conclusion.
(ii) Soil pt £ C0°°(f/) qui verifie (p<^(P＼,
certain ensemble ouvert qui contient supp
Alors, on a
i.e., {<p{ = 1}
a. On definit
est plus grand que
(p2 par (p2 = 1 -q>x.
(6.23) 11^,-p^l ^ ＼WBj{nPNu)＼＼m+ ll^c^NL
Lemme 6.3-(ii)est deduit par le lemme suivant.
Lemme 6.4.
(i) EZi ＼＼Bj(9xPNu)＼＼m< oo et (ii)£;=i ||^(^≪)IL < oo.
□
Demonstration de Lemme 6.4. (i) Puisque <pYg C (U), on a (pxPNue
C^{U). Selon Theoreme C, on a
UlM^iOL ^ ClaWl^lk^iillo.
Selon (6.13) et (6.22), on a K^)^) ^ C(y +1)~2. Done, on obtient la
conclusion.
Hypoellipticite pour un certain 751
(ii) On definit Rj g OPS °°par Rjw = (pBj{(p2w) pour w e Sf. Alors, on a
<pBj(<p2PNu) = Rj(PNu).
Soit bj = <r(57-).Selon la definition,on a
ou chaque Ay>v est Constance et
(6.26) /y,v= O.
||
e-^bW^^ + ^K^fS^^ + V)*'^.
Choisissons M, L telles que 2M ^ N + s -＼-m ― 6 et que 2L ^
max(5,-(7V + 2M+l)+^3/2). Alors, on a
(6-27) /y,v=
||
e^<Dyy2L[yM(y)DyM^2^ + y)}}
ou yjjf(y) = (y＼M + y＼M +y63+ y＼Yl et fi = a + (2M, 2M, 6,6). Puisque (p e ^, la
fonction yji/W^t^W^C^ + y)] est ^en definie. Selon (6.15), on a
(6.28) |(^)^(^i,OI ^ C(y+ l)^+13+ot3+a4+^<<r>~2^"m"|a|/2+ft/2.
Done, on obtient
(6.29) ＼<T{Rj)W{xU 01 ^ C(y + l)-^+13+a3+a4+ft<^>-2^-W-|a|/2+A3/2_
On definit Gy- e OPS^^R4) et w e HQ par G>- = i?/D^>5+27V et w =
(Dxys-2NPNu. Selon TMoreme C, on a
(6.30) II^≪IL - IIML ^ CKG^I^IIwllo.
Selon (6.22) et (6.29), on a ＼a{Gj)＼{ul S C{j + i)~2. Done, on obtient la
conclusion.
Lemme 6.5. £y°!iTLju = TL*u dans #"{RA).
Demonstration de Lemme 6.5. On definit Tk par Tk ―
l'hypothese (c) de Proposition 5.1, il existe N > 0 telleque <D4
□
Uj. Selon
eH°. Soit
i/se^iR4). Puisque [Tk,<D4>]=0 sur &"(R4), on a {Tku,ij,)= (Tk<D4}-Nu
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<I>4>Ar^)- Selon Proposition 4.1-(ii),on a
A:―≫c≫
ou on a utilisele fait que pn*,<!>4>l=O sur &"(R4). Done, on obtientla
conclusion.
Selon Lemme 6.3, Lemme 6.5 et (6.20),on obtient(6.21).Done, on a
□
(6.31) ^EUueCo00.
Soit <p3g C°°(i?＼0): 0 ^ <p3^ 1, ^3(r) = 1 lorsque 0 ^ r ^ 5, ^3(r) = 0 lors-
que t ^ 6 ou r < 0. On definit ^^^ par
*l(0 = <pM＼+?2+%)iu)){i-<Pim2))
On definit＼1 par *＼Y= ij/^D). Selon (6.31), on a
(6.32) Yi(9>n*M)eF°°.
Selon l'hypothese (b) de Proposition 5.1, on a
(6.33) Ti^Ho^elf00.
Rappelons-nous no + n+ = ^(D4)2. Selon (6.32) et (6.33), on obtient *＼i{(pu)e
if00. Done, la demonstration de Proposition 5.2-fi)est terminee.
§7. Demonstration de Proposition 5.2-(ii)
Dans F2, on construit microlocalement le parametrix de P. La methode est
due a Kumano-go [15, Theoreme 5.4 de page 83] qui explique la construction
du parametrix a partir de la condition (H) de Hormander.
Soit {(pk}4k=lc Cf(R) :0S<PkSh <Pk^(Pk+u 9≫i(0= 1 lorsque ＼t＼^5/19 et
(pA{t)= 0 lorsque ＼t＼^ 1/3. On definit{^(^)lt=i Par
MZ) = <Pk(& + ZDttZl + &)(l - <Ps-k(＼Z＼2))-
Notons que ^ e S°l/20{R4),＼l*kf=＼l/k+l,{≪Ai= 1} ^ T2n {|£|^ 1} et que supp
^4<=U^l+^3 ^ (6/5)(^+ |^|)}.
Soit /?= ct(P). Le lemme suivant est immediatement obtenu a partir des
definitions. Dans la description, C, CaR sont positives Constances.
(i)
(ii)
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Lemme 7.1. Sur supp (p^{Q, on a
|/>(x,oi^c<o,
＼p%(x,£)/p(x,01 ^ Ca^<OHa|/2 ≪ a4 = 0.
On definit*＼kg OPS°l/2fi(R4)et g e ^'(J?4) par ＼^ == ^(D) et g = ?(*,/))
ou q = ＼l/4/p.On definit K par
(7.1)
Selon (7.1), on a
(7.2)
Oil
QP
a(K)(x,0
(Oyfi(x, f) = OS
I
= ＼4
£
|y|=l
K
^e-^rM(x^
+ ef])p{y)(x+ y^)dydri.
Lorsque y4 # 0, on a p^ = 0. Selon (7.2) et Lemme 7.1, on a Ke OPSl/＼Q(R4).
On deduit desormais Proposition 5.2-(ii).Selon (7.1), on a
(7.3) W3QPu = *＼3{I-K)u.
On definit E e OPS^f2Q{RA) par E ~ £
=1
^w. On fixe <peC^{U). Selon
(7.3), on a
(7.4) pflPa = ^2£(/ - A:)u + ^＼2,6:^5(/ - K)u,
ou B = X＼2E^3Q et ＼5 = 1 - ＼3. Observons que E(I - K) - I e OPS'"0 et que
＼2jPF5 e OPS'"0. Puisque qte C {U) et Pu e C°°(£/),on a ^F2w e Co°°,Done,
on obtient Ti(^m) e if °°et la demonstration de Proposition 5.2-(ii)est terminee.
§8. Demonstration de Proposition 5.3
Puisque |£2|est dominant dans T3, Proposition 5.3 est deduite par la
proposition .suivante.
Proposition 8.1. On suppose toutes les hypotheses de Proposition 5.3.
Alors, pour tout m > 0 et tout g>e Cq'(U) on a
f
|^)|2<£2>2^<oo.
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Notre objectif est de prouver la Proposition 8.1. On fixe t ― (t＼,tj,h,U) e U.
Alors, il existe les intervalles ouvertes {h}k=i <= ^ dont le centre est tk et qui
verifient I＼ x /2 x It, x I4 a U, ＼I＼＼= |/2| = I/3I = |/4|. Puisque (^4.1) est verifiee,
on peut choisir une fonction a e Q°(/i) telle que O^a^l, a=＼ au voisinage
de t＼et que f{y), g(y) soient positives sur supp a'{y). Observons que
(8.1) a{xt)Pu = P{a(xi)u) - ＼D＼,a{xx)]u.
Puisque PueC^^U) et f{y), g(y) sont positives sur suppa'^y), on a
[D＼,a{xx)}uEC {U). Done, on obtient P{au) e C°°(t/).
On fait desormais la microlocalisation de au. Soit i)/e C^{R): 0 ^ ＼jj^ 1,
^(7) = 1 lorsque ＼y＼^ 1 et }＼i(y)= 0 lorsque |j| ^ 2. On definit a^(^2) par
ou 2: 0 < 2 ^ 1/3 est le parametre. Le fait que A"1 ~ |<^2| dans suppa^ est
important.
Soit x e <?"(*): 0 ^ / ^ 1, 0 < n < r2,/(y) = 0 lorsque ＼y＼^ n et /M = 1
lorsque ＼y＼^ ri- Ici, on decide r＼et rj pour que ■
xiy
k = 3,4. Soit <f>e C0°°(/2): 0 ^ <j>^ 1, ^ = 1 au voisinage
7^x3,^4) et )?A (x2,x3,x4) par
(8.2)
tk)
de
yA(x3,x4)= exp(M(/(x3 - t3)+/(x4 - t4))logX)
Pi,q(x2,X3,x4)= (/>q(x2)yx(x3,x4)
< 1} c Ik pour
tj. On definit
ou A: 0 < A ^ 1/3 est le parametre, (j>q(y)― Dqy&(y) et M est Constance qui sera
convenablement precisee.
On definit v,h par v = au et Pv = h. Selon (8.1), h e C°°(C/).On definit yA)9
et hxA par yA)?= ^{D2)(pkqv) etc.
Avant de commencer la demonstration de Proposition 8.1, on prouve les
lemmes suivants.
Lemme 8.2. Pour tout X: 0 < X ^ 1/3, tout q^O et tout M ^ 1 on a
Demonstration de Lemme 8.2. On fixem > 0 et on montre que v^q e Hm
Selon la definition,on a ＼＼vx,q＼^m―h+h +h °u
4= f <O2wa,(£2)2|^;(0|2#.
Jrt
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Selon l'hypothese (d), on a I＼+ h < oo. Puisque |^2| est dominant dans F3 et
supp ax est compact, on a /3 < oo. Done, on obtient la conclusion. □
Lemme 8.3. On suppose que u e H~s et que s > 0. Alors, pour tout q ^0 //
exwre w≪e Constance Cq telleque pour tout X: 0 < X ^ 1/3 ef ?om/ m ^ 1 o≪ a
＼＼vin＼＼<ax~2s.
Demonstration de Lemme 8.3. Selon la definition, v^q ― yxai.x{<j)qv)et
0 < yx S 1. Observons que A^H^JI2 ^ ^||aA(^t;)||2 ^ Const, (h+h + h) ou
4= f Ktiy^ltgvtftfdt
Ici, on a utilisele fait que ＼£2＼l ~ ^ dans supp a^. Selon l'hypothese (d), on
a /i+/2<co. Puisque |^| ^ Const. <^2>2 dans T3 et <j>qveH~＼ on a y
Const. ll^ulL, < oo. Done, on obtient la conclusion. □
Lemme 8.4. Soil A = D＼ +/(xi)Z>2. Pour tout e > 0 il existe 5 > 0 telle que
pout tout I: 0 < X ^ 8, tout q ^ Q et tout M ^ 1 o≪ a
(8-3) (log^H^H2^^^,^).
Demonstration de Lemme 8.4. Selon Lemme 2.1, (M;l,f) equivaut a
(£";1,/), i.e., pout tout £> 0 il existe Nq > 0 telle que pour tout £2 > No et tout
weC?(I＼) on a
(8.4) (log£2)2
I
Hs)＼2ds^ej(＼W(s)＼2 + e2f(s)HS)＼2)ds
Soit {pXqv){x＼＼^2]xy,xa) la transformation de Fourier de f$kqv(x) par rapport a
xj. Remplagons w(s) par (fiitqv)(s;£2',x3ix4)et integrons chaque terme de (8.4)
par rapport a (£2;*3,-*4)- En sachant que lip1 ~ ＼£2＼sur suppa^, on obtient (8.3).
□
Lemme 8.5. On suppose que ue H s, s > 0 et que M > 2s + 4. Alors, pour
tout q ^0 il existe une Constance Cq > 0 telleque pour tout A: 0 < A ^ 1/3 on a
WhiJ＼<CA* ou l = M-2s-4.
Demonstration de Lemme 8.5. Soit co e C (R): 0 ^ co ^ 1, 0 < r^ < n,
co(y) ― 1 lorsque ＼y＼^ r^ et co(y) = 0 lorsque |_y|^ r$. Ici, on decide vt,et r$ pour
que r2<ri et que suppcofx^ ― tk) <= h＼ k ― ?>.A. On definit h＼ et /12 par
756 Tatsushi Morioka
hi(x) = co(x3 - h)Q}(x4 - U)h{x) et h2 = h - h＼.On montre que 11(^)^11 ^ QAZ;
/:= 1,2.
Puisque heC (U) et w = aw, on a ^Jx2)hi{x) e C0°°(C/).Done,
^2'＼＼(hihJ2S r^llaA^AOH2 ^ Const
f
<6>2/|(^i)(^)|2^ < co
Puisque yx^lM sur supp/i2, on a r2!＼＼(h2),J2S r2/+2M||a,(^2)||2 S
Const, (/i +h + h), oii
Ik = Const. <6>-%-8|(^2)(0|2^
Selon l'hypothese (d), 7i+/2<oo. En sachant que |£|^ Const. |£2|2et
<f>qh2eH~s~2, on a I3 < 00. Done, on obtient la conclusion.
que
□
{y
On choisit les intervalles ouvertes Ej c= R: j = 3,4 telle que tje Ej c=
X(y - h) = 0}- Soit U0 = E3x E4.
Lemme 8.6. On suppose qu'ilexisteI > 2, M^l, <S> Q et une Constance
C>0 tellesque pour tout X:Q<Xf^S on a ＼＼vxp＼＼^ CXl. Alors, pour tout
(poeC^(Uo) on a
(8.5)
ou w(x) ―
JK£)l2<£2>2/-2^<≪,
</>{x2)((Po){x3,X4)v{x)
Demonsration de Lemme 8.6. On fixe (pQ e C (U). Selon l'hypothese, on
a 11^0^,011 S Const. ＼＼v^o＼＼^ Const. kl pour tout k: 0 < X ^ 8. Puisque ^oua,o =
<xx{<PoPx,ov)= *W> on a
(8.6)
Jr%(&)2|tf(OI2#
= *<°°-
Observons que <<^2)2/2 ^ Const. Jq X 2/a^(<^2)^ lorsque <^) est suffisament
grande. Alors, en integrant chaque terme de (8.6) de 2 = 0 a 1 = 3, on obtient
(8.5). □
On se met desormais a la demonstration de Proposition 8.1. Puisque u e $',
il existe s > 0 telleque u e H~s. On donne m > 2 et on precise la valeur de M
telle que M ^ 2m + Is + 4. Notre objectif est de montrer qu'il existe d > 0 et
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une Constance C > 0 tellesque pour tout X:R < Xi^d on a
(8-7) Holl S CXm.
Selon Lemme 8.6,(8.7)acheve la demonstration.
A partir de Pv = h, on a
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(8.8) Pvx,q-oLk[PJXtq]v= hx,q.
Selon Lemme 8.2 et (8.8),on a
(8.9) {Pvx,q,vKq)Ll= RQ(ax[PJ^q}v, vKq)L2+ Re(/i^, vkA)L2.
Observons que Re^J^/^Jt;, v^q)= I＼+ h + h+ h, ou
I2 = Re(ccx[D23J^}v,v,tq)
/3 = Re(^aA[Z)5,jffAJy,y^)
h = Re((g{xi) - l)cLx[DA,p^q}v,vx,q)
et que [D2kJXtq]v= 2Dk((Dkfi^)v) - {J^fi^v. Alors, on a
(8.10) Ii=Ei+E2i
ou Ei =Rc(2f{xi)D2vx,q+i,vxiq)et E2 = -Re(f(xi)vx,q+2,v^q).Selon l'inegalite
de Schwartz, on a
(8.11)
(8.12)
£,su2+<+1
E2ZK->r^ + K?jW
ou j[y ―(f(xi)£^v^q,vx,qet K estla positiveConstance dont la valeur sera
convenablement precisee.
On faitdesormais C/ representer des positivesConstances qui sont inde-
pendantes de X et de q. Puisque |A| l ~ |^| sur suppa^, on a 1 2jfl S C＼jfl
Choisisons K telleque C＼/K < 1/4. Alors, on a
(8.13)
(8.14)
758 Tatsushi Morioka
Selon (8.10),(8.13) et (8.14),on obtient
(8.15) h S ＼Bx,q+ C4(X2BAtq+i+ lX-7+2),
ou Bx,q―jfq■Observons que
D3fi^ = (MlogX)XlPx4 et que D]^A = {{M＼ogk)2X＼+ (AflogX)X2)P^
ou /fc(x3)= (Dkx){xi -t3). Alors, on a
(8.16) h = {Mlog2.){E3 + E4) + {M＼ogl)2E5
ou E3 =Re(2D3(jlvx:q),v^q), EA = Re(/2vx,q, vX)q) et E5
2Rqz = z + z, on a ＼E3＼^ C511u^
^
112- Done, on a
= ll/itu J|2. Puisque
(8.17) ＼h＼SC6(M log lf＼＼vxj2.
On peut aussi evaluer 1$ et I4 au meme moyen et on obtient
(8.18) |/2|+ |/3|+ |/4|^ C6(Mlog2.f＼＼vxJ2.
Selon Lemme 8.4,il existe 5＼> 0 telleque pout tout A: 0 < X ^ d＼et tout q ^ 0
on a
(8.19) C6(MlogA)2K,||2 S HAv^vxj)
Selon (8.15), (8.18) et (8.19), on a
(8.20)
2
1=1
ou VxA = (Pvxj, vx,q)et F^q = (Avx,q,vx,q),pour tout X: 0 < X ^ 8X et tout q ^ 0.
Puisque ||DiyA,?||2+ Bx,q = Fx,q S VKq, on obtient
(8.21) Kll^i^ll2 + ^)^c4
2£
1=1
X2lB^+i + ＼(h:qiVX,)＼
Selon l'inegalitede Poincare, il existe K > 1 telleque pour tout A: 0 < X ^ 1/3 et
tout f^Oona HDiu^H2 ^ 4^~1||t;/l≪||2.Puisque
on a
(8.22)
21(^,^)1 SK＼＼hxj2 + K-l＼＼vAj2,
＼＼vxJ2+ B^^Cs
2£ XllBKq+l + C%＼＼hxJ2
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Soit Eia ―XqEia. En multipliantXq au chaque tenne de (8.22),on a
(8.23)
2
kq＼＼v^f+ EKq ^ C%k J2 E^+i + C8^ll^ll2
/=i
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Soit N ^ 2m + 2^ + 3. On prend le somme de cfaaque terme de (8.23) de
o = 0 a a =N -2. Soit
Si
N
E
<7=0
Alois, on a
(8.24)
^KJ2, g, N£ nh≪＼t Tk
N
£
<?=0
$x + Tx^C9(XTk + Gk)+Rx
Ex,q, Rk =
N
£
q=N-＼
Eiq
On cholsit S > 0 pour que S ^ min (<5j,l/(2Cg)). Alors, pout tout X: 0 < k ^ 5
(8.25) Sx^Rx + C9Gi
Lemme 8.7. (i)Rx ^ Cl0X2m et (ii)Gx ^ Cnklm.
Demonstration de Lemme 8.7. (i) Observons que Bx>q ^ HZ^a,?||2 ^
Ci2^~2||y/i,9||2-Selon Lemme 8.3, on a B^q ^ Const. A~2s~2. Puisque N~2:2m +
2s + 3 et q^N-l, on obtient (i).
(ii) Selon Lemme 8.5, on a ＼＼h^q＼＼^ const. X1, ou l ― M ―2s ―4. Done
GxSCuX1. Puisque M^2m + 2s + 4, on obtient (ii). □
Observons que H^oll2 S Sx. Selon Lemme 8.7 et (8.25), on a ||^)0||S CXAXm
pour tout X: 0 < A ^ <S.Done on obtient (8.7) et la demonstration de Proposition
R 1 pet tprminp'p
§9. Demonstration de la necessite
On montre que (M; 1,/) et (M; f, g) sont necessaire pour l'hypoellipticite
de P. L'idee provient de [9],[18] et [27, Proposition 4].
D'abord, on suppose que (M;f,g) n'est pas verifiee.Selon Lemme 2.2,
(M;f,g) equivaut a (E;f,g). Done, il exite e > 0, une positive sequence
{^m}^-i <= R; lim^^oo nm = ex) et {≪≫}", c C?(IQ) tels que pour tout m ^ 1
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on a
(9.1) (log^)2
f
J/o
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f＼um＼2^eU＼u'm＼2 + rimg＼um＼2)
On definit Lv par Ln = ―(d/dt)2 + g(t)rj,ou r＼> 0 est parametre. Nous con-
siderons le probleme de valeur propre:
(9.2)
{ Ln = Xf{t)v
Soit k{rj)la premiere valeur propre de (9.2).Alors,
(9.3) X(n) = M{(Lriw,w)/(fw,w): w e C0°°(/o),w # 0}.3) k{ri) inf{(L, w)/{Jw, w):we ^{lQj
Soil C= 1/e. Selon (9.1) et (9.3), on a
(9.4) 0<A(?/J^C(log^J2
pour tout m ^ 1. Soit fw(?) la fonction propre qui
J7IKII2 = 1, ou / = 70. Puisque limw_oo r＼m= go, on
sequence {rim,k)}a {rfm} pour que
correspend a k(rim) et
peut choisir une sous-
(9-5) (nmik+i))l/2- {nm{k))112> i
pour tout k^l. On note {rjm} au lieude {rjm^} a nouveau. On definitO c=R4
par Q = /ox/x/x/, ou / = (-1,1). Soit TV ^ C + 2. On definitw(x) par
00
(9.6) w(x) - ^ nmNvm(xi) exp{ix4rim+ x2X{rim)Xll)h{x^]l2).
Selon (9.4), on a w e L2(Q) et Pw = 0 dans O. Puisque g > 0 sur dlo,il existeune
Constance 3 > 0 et une intervalle fermee E c /0 telles que g(t) > 8 lorsque
teI0＼E. Selon (9.2)-(9.4) on a
(9.7) Mm
m―≫oo
Kl2 = i
On suppose que w e C00 (Q) et on va deduire une contradiction. Soit
<pe Q°(R): <p{0)^0 et p(0) = 1. On deifinintG(s,y) par
(9.8) G(s,y) = 9(y)w{s,0Ay).
Soit F(5, ^) la transformation de Fourier de G par rapport a y. Selon (9.5)-(9.8),
on a
(9.9)
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QN 1/2
E
＼F(S,%)＼2dsj ^ iTN/2
00
E
nmNv(ni-nm)＼
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^ nf 12 - Const. r/YN~l
^ Const. nJN~l
si / est suffisament grand.
En revanche, ＼E＼F(s,tfi)＼2dsdoit rapidement decroitre lorsque / s'approche
de oo. C'est ce que l'on obtient a partir de l'hypothese w e C°°(O).Done, il y a
la contradiction. Alors, on sait que (M; /, g) est necessaire pour l'hypoellipticite
de P.
On suppose que (M;l,f) n'est pas verifiee. Alors, on obtient (9.1) en
remplacant (f,g) par (1,/). On definit X{tjm), vm(t) et N comme 1'argument
precedant. On definit w(x) par
00
(9.10) w(x) = J2 fl^Nvm{xx)tnv{ix2r,m + x3X(tjmf2).
m=＼
Alors, w e L2{Q) et Pw = 0 dans Q. On peut savoir que w^C°°(Q) au
meme moyen de (9.7)-(9.9). Done, (M;l,/) est necessaire pour que P soit
hypoelliptique.
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